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Introduccio´n
En esta charla se presenta la nocio´n de mo´nada y un ejemplo de mo´nada en la categor´ıa
Comp, con este f´ın se presentan primero nociones previas de teor´ıa de categor´ıas. El
interes es divulgativo. Se espera tener luego la oportunidad de presentar en este encuentro
anual un estudio´ desde el punto de vista catego´rico de la construccio´n de Harman -
Mycielski, el cual fue realizado bajo la direccio´n del doctor Taras Radul.
1. Teor´ıa de categor´ıas
Definition 1. Una categor´ıa1 es, una cua´drupla C = (O, hom, id, ◦) que consiste de:
1. Una clase O, es cuyos miembros son llamados C-objetos.
2. Para cada par (A,B) de C-objetos existe el conjunto homC (A,B), cuyos elementos
son llamados C-morﬁsmos de A a B ( la aﬁrmacio´n “f ∈ hom(A,B)” es expresada
graﬁcamente mediante el uso de ﬂechas, as´ı: “f : A→ B es un morfismo”).
3. Para cada C-objeto A, existe un morﬁsmo idA : A → A, llamado la A-identidad en
C.
4. Una ley de composicio´n asociando a cada C-morﬁsmo f : A→ B y cada C-morﬁsmo
g : B → C un C-morﬁsmo g ◦ f : A → C,llamado la compuesta de f y g, la cual
satisface las siguientes condiciones:
(a) La composicio´n es asociativa; es decir para morﬁsmos f : A→ B, g : B →
C, y h : C → D, la ecuacio´n
h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f
se tiene.
(b) C-identidades actuan como identidades con respecto a la composicio´n; es
decir, para un C-morﬁsmo f : A→ B,se tiene idB ◦ f = f y f ◦ idA = f .
(c) Los conjuntos homC(A,B) son disyuntos dos a dos.
1La definicio´n de categor´ıa fue tomada de [9]
Memorias XVI encuentro de geometr´ıa y IV de aritme´tica
Notation 2. Si C = (O, hom, id, ◦) es una categor´ıa entonces:
(1) La clase O de C-objetos se notara´ usualmente por Ob(C).
(2) La clase de todos los C-morfismos es decir la unio´n de todos los conjuntos hom(A,B)
en C se notara´ por Mor(C).
Definition 3. Si A y B son categor´ıas, entonces un Funtor2 F de A a B es una funcio´n
que asigna a cada A-objeto A un B-objeto F(A) y a cada A-morﬁsmo f : A → A′ un
B-morﬁsmo F (f) :F (A)→ F (A′) en tal forma que:
(1)F preserva composicio´n; es decir F (f ◦g) = F (f)◦F (g) siempre que f ◦g este´ deﬁnida
y
(2)F preserva morﬁsmos identidad; es decir, F (idA) = idFA, para cada A-objeto A.
Definition 4. Sean F,G : A → B funtores. Una transformacio´n natural η de F a G
(denotada por η : F → G) es una funcio´n que asigna a cada A-objeto A un B-morﬁsmo
ηA : FA → GA en tal forma que la siguiente condicio´n de naturalidad se tiene: Para
cada A-morﬁsmo f : A→ A′,el cuadrado
F (f )
ηA
F (A) −→ G(A)
↓ ↓
F (A′) −→ G(A′)
ηA′
G(f)
es conmutativo.
Definition 5. Una mo´nada3 en una categor´ıa C es una tripla T = (T, η, μ), que consiste
de un funtor T : C→ C y unas transformaciones naturales
η : idC → T y μ : T 2 → T
tales que para cada A ∈ Ob(C) los diagramas
TμA
T 3(A) −→ T 2(A)
μT (A) ↓ ↓μA
T 2(A) −→ T (A)
μA
y
ηT (A) TηA
T (A) −→ T 2(A) ←− T (A)
idT (A) ↘ ↓μA ↙idT (A)
T (A)
conmutan.
2Las definiciones de funtor y transformacio´n natural fueron tomadas de [9]
3La definicio´n de mo´nada fue tomada de [9]
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Definition 6. Una monada (T, η, μ) en la categor´ıa C es llamada proyectiva4 si existe
una transformacio´n natural (proyeccio´n) π : T → IdC tal que
π ◦ η = id y π ◦ πT = π ◦ μ
Example 7. Consideremos el endofuntor (−)n en la categor´ıa Comp donde
(−)n(X) = Xn y (−)n(f) = fn esta´n deﬁnidos de la manera usual y las transformaciones
naturales η : idComp → (−)n y μ : (−)n×n → (−)n cuyas componentes son deﬁnidas para
cada X en Ob(Comp) por ηX : X → Xn donde
ηX(x) = (x, ..., x)
y μ : Xn×n → Xn donde
μX [((x11, ..., x1n), ..., (xn1, ..., xnn))] = (x11, x22, ..., xnn).
La terna ((−)n, η, μ) es una mo´nada en Comp [2]. Veamos que esta mo´nada es proyecti-
va: Consideremos la transformacio´n natural π : (−)n → idComp cuyas componentes nat-
urales πX : Xn → X esta´n deﬁnidas para cada X ∈ Ob(Comp) por π((x1, ..., xn)) = x1.
Veriﬁquemos que
π ◦ η = id y π ◦ π(−)n = π ◦ μ :
Sea X ∈ Ob(Comp) y x ∈ X.
[π ◦ η]X(x) = π(ηX(x))
= π((x, ..., x))
= x
luego π ◦ η = id
Sea x = ((x11, x12, ..., x1n), ..., (xn1, xn2..., xnn)) ∈ Xn×n
[π ◦ π(−)n]X(x) = [π(π(−)n(X)](x)
= [π(πXn)](x)
= π(πXn(x))
= π((x11, x12, ..., x1n))
= x11
de otra parte
[π ◦ μX](x) = π(μX(x))
= (x11, x22, ..., xnn)
= x11
As´ı π ◦ π(−)n = π ◦ μ
4La definicio´n de mo´nada proyectiva fue tomada de [2]
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